
1 Úloha 2 (3.5 bodu)

0.25 1a) Spočtěte ∫ 1

0

1

1 + x2
dx.

0.5 1b) Pro n ∈ N definujme

un =

n∑
k=1

n

n2 + k2
.

Dokažte, že {un} konverguje a spočtěte jej́ı limitu.

0.25 2) Dokažte nerovnost: ∫ 1

0

1

(1 + x2)2
dx ≤ 1

0.5 3a) Dokažte: ∀x ∈ [0, 1] : 0 ≤ ex − 1 ≤ ex
0.25 3b) Z toho odvoďte: ∀x ∈ [0, 1] : 0 ≤ ex − 1− x ≤ e

2x
2

4) Pro n ∈ N definujme

wn =

n∑
k=1

(
e

n
n2+k2 − 1

)
.

0.25 4a) Dokažte ∀n ∈ N nerovnost:

0 ≤ wn − un ≤ e

2

n∑
k=1

(
n

n2 + k2

)2

0.25 4b) Dokažte, že x → (1 + x2)−2 je klesaj́ıćı na [0, 1].

0.25 4c) Z předchoźıho odvoďte ∀n ∈ N a ∀k ∈ {1, . . . , n} nerovnost:

1

n

(
1 +

(
k

n

)2
)−2

≤
∫ k

n

k−1
n

(1 + x2)−2dx

0.5 5a) Dokažte ∀n ∈ N nerovnost:

0 ≤ wn − un ≤ e

2n

0.25 5b) Z toho odvoďte, že {wn} je konvergentńı a určete jej́ı limitu.
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